PAUTA CONTROL 4
ALGEBRA MAI11A

21 DE AGOSTO, 2003

Problema 1:
Considere la matriz

1 2 3 -1
-1 1 0 1
A= 0 3 3 o
2 1 (a+3) -2
y el vector
5
| B
b = E
-2
Estudiaremos las soluciones del sistema
Ax=Db

Estudie los valores de a y 3 de manera que:

(1) El sistema tenga una unica solucién. Encuentre la matriz inversa de A y calcule la tnica

solucién del sistema.
(2.5 ptos.)

(2) El sistema tenga infinitas soluciones y encuentre sus soluciones. Determine ademds el nimero

de variables independientes.
(2.0 ptos.)

(3) El sistema no tenga solucién
(1.5 ptos.)



Solucién:
EStudiemos el sistema, para ello escribamos la matriz ampliada (A|b), asi tenemos que

1 2 3 -1 | g

-1 1 0 1| B3
(Ab) =1fo 3 3 o | o |

2 1 (a+3) -2 | —2

1 2 3 -1 | 3
~lo 3 3 0 | B+p?
“lo 3 3 o | 0

0 -3 (@a—3) 0 | —2-28

1 2 3 —1 | 3
o33 0o | B+ 3
“looo o | -pB-p |

00 a 0 | —2—-08+p2

1 2 3 —1 | s
(o 3 3 0 | B+ 3
“lo0 a 0 | 22—+

000 | B

asi podemos analizar los diferentes casos.

(1) Si a # 0 se tiene que la matriz A es invertible y luego el sistema tiene una tnica solucién de
la forma

x = A 'b.

Calculemos la matriz inversa A~!. Para elo escribiremos la matriz ampliada

1 2 3 111000
I S 1 ] 0100
M) =14 5 3 a |00 10|
2 1 (@+3) -2 ] 00 0 1
1 2 3 -1 1] 1 000
0 3 3 0 | 1 100|__
0 3 3 a | 0 010
0 -3 (@a—=3) 0 | -2 00 1
123 1] 1 0 00
033 0 [ 1 1 00|
000 o | -1 =110
00a 0 | -1 1 01



123 -1 1 0 00
033 0 | 1 1 00
(A‘I4)N00aoy—1101_>
000 o | -1 =110
123 -1 ] 1 0 0 0
033 0 | 1 1 0 0
001 0 | —at ot 0 ot
000 1 | —atl —at ot o0
1230 ] (1-atl) —at ot o0
0330 | 1 1 0 0
0010 | —at a~! 0 ot
0001 | —-at —atat o0
1 230 ] (1-atl) —at ot o0
01 10 | 1/3 /3 0 0
0010 ]| -at al 0 ot
0001 ]| —-at —atatl 0
1 200 | (1+27Y 4ot !
0100 | (1/3+a Y (1/3-a™!)
0010 | —a~1 a~!
000 1| —a~! —a~! a
1000 | 1/3 (-2/3 —2a7!
0100 | (1/3+at) (1/3-a™1)
001 0 | a” a™!
000 1| —a1 —a~!
Luego
1/3 (-2/3—2a7") o7t
ao | ABFaT) (13— 0
—a ! a~ ! 0
—0471 —Ozfl Ozfl
y la solucién tdnica de nuestro sistema es
1/3 (-2/3—-2a71) o7t
—1 _ 1
x=Alp = |1/B+a7) (1/3—a7) 0
—« « 0
—Oz_l —Oé_l Oé_l
p

2
§ + <—3 — 2(36_1) /82 + 204_1

— | G +a™) 462G —a) + 207
—a 18+ of%ﬂQ — 2071
—Oé_lﬁ o 04_162

—
—
—
-1 371
0 —a~ 1
0 a~t
a-l _q-!
0 —a~ !
0 ot
a~t 0
a-l
0
—0471 ﬁ2
a~ ! 0
0 -2



(2) Si @ =0 se tiene que la forma escalonada de nuestro sistema es

1 23 -1 | 3
033 0 | B+ 32
000 0 | —2—-8+p3]"
000 0 | -p-p2

luego el sistema tiene soucion si
B-p=0 y  —2-p5+52=0,
es decir
BA+pB)=0 vy B-2)(B+1)=0,

por lo tanto el sistema tiene infinitas soluciones si y sélo si
a=10 y 6=-1,

por lo tanto la forma escalonada de nuestro sistema es

123 -1 | -1
033 0 | 0
000 0 | 0]
000 0 | O

de donde se tiene que tenemos dos variables independientes, y asi si estas variables son z y w,
entonces tenemos de la segunda ecuacion que

Y+3z2=0=y=—z¢,
ademas de la primera ecuacién tenemos que
z+2y+3z—w=-1=—zr=-1-2y-3twvw=—z2=-14+22-3z+w=-1-2+4+w,
luego las soluciones son de la forma
(x,y,z,w) =(-1,0,0,0) + z- (—1,-1,1,0) + w - (1,0,0, 1).

(3) El sistema no tiene solucién si « = 0y 8 # —1, ya que su forma escalonada es

1 2 3 —1 | 0
033 0 | 0
000 0 | -B-p1|"
000 0 | B2-p-2

v la tercera o la cuarta solucién nos dice que
0 = ntmero diferente de 0,

lo cual es imposible.



Problema 2:

(1) Sea A = (aij) € Mpxn(R) una matriz cualquiera. Se defina la traza de A, denotada por
tr(A), como la suma de los elementos de la diagonal principal, es decir,

tT(A) = Z (77
i=1
Por otra parte, se define la funcién f : M« (R) — R, donde
f(A) =tr(AAT).
Pruebe que:

(a) Dadas A, B € M;xn(R),
tr(AB) = tr(BA).

(1.0 ptos.)
(b) f(A) >0, VA € Myxn(R), ademas muestre que
f(A)=0<= A=0,
donde 0 es la matriz nula de M, x,(R).
(1.0 ptos.)
(c) f(A) =tr(AT A).
(1.0 ptos.)

(2) Sea M € M, xn(R) una matriz tal que la matriz (M7 M) € My, (R) es invertible. Definamos
la matriz P € My, xm(R) como

P=1I,-M(M"M)" M,

donde I, es la matriz identidad de orden m.
Pruebe que

(a) P2 = P. Muestre ademés que PM = 0, donde 0 € M, x,(R) es la matriz nula.
(1.0 ptos.)

(b) Pruebe que la matriz (M7 M) es simétrica y muestre que la matriz P es también simétrica.
(1.0 ptos.)

(c) Pruebe que P no es invertible.
(1.0 ptos.)



Solucion:

(1) (a) Sean A, B € Myxn(R), luego si C' = AB se tiene que sus elementos ¢;; verifican

n

cij =Y airbrj,

k=1

ademas si D = BA, entonces sus elementos son de la forma

n
dij = Z briaj,
i—1

luego
tr(AB) = ZC“ = Z ik bki
i=1 i=1 k=1
= Z ik ki = Z dik
=tr(BA),

lo que completa la demostracion.
(b) Notemos que si A = (a;;), entonces AT = (ag;-) = (aj;), por tanto si C = AAT se tiene
que sus elementos son de la forma

n n
T
Cij = Z Qi = Z ik Ajk,
k=1 k=1

por tanto

n

f(A_tT AAT Zczz—zzazkazk—zz azk )

=1 k=1 =1 k=1

v luego se tiene que dado que es una suma de cuadrados
f(A) >0, VAe M,(R).
Ademss
f(A):O@)Zi(aik)Qz()(:)aik:O, Vik=1,...,n<> A=0.
i=1 k=1
(c) Notemos que en (a) probamos que
tr(AB) = tr(BA),
luego es inmediato que
f(A) = tr(AAT) = tr(AT A),

lo que completa la prueba.
(2) Definamos la matriz

P=1I,— MMM M
donde M € M, xn(R) es una matriz tal que la matriz (MTM) € Mpxn(R) es invertible.



(a) Se tiene de la asociatividad del producto de matrices
P? = PP =y~ M(M'M)" M) (L~ M (MTM) " M7
— I —2M (MTM) ™" M7+ (M (MT0) ™ T (M (M) M)

lMT

= Ly —2M (MTM) ™" M7 + M (MTM) ™ (MTM) (MTM)™
= Iy — 2M (MTM) ™" MT + M (MTM) ™ M7

1

=I,—M(M"M) MT =P,

lo que prueba que P es idempotente.
Por otra parte, nuevamente de la asociatividad del producto de matrices se tiene lo sigu-
iente,
PM = (I =M (MTM) ™ MT) M
=M — (M (MTM)" MT) M
— M — M (MTM)" (MTM)

— M- M =0,

lo que concluye la demostracién.

(b) Veamos que (M7 M) es una matriz simétrica. En efecto
(MTM)" = MT (MT)T = MT M,
lo que prueba que (M Ty ) es una matriz simétrica.

Por otra parte se tiene que de la simetria de (M Tp ) que

pr (Im_M(MTM)—lMT)T
I (M (MTM)—lMT)T
= I ()" (7))
=l = 1 (7)) T
=l = 21 ((730)7) T

=TIy — M (M"M)" M7 =P,



(c) Veamos que P no es invertible, en efecto si P es invertible, entonces existe una matriz
P~ tal que
P-Pl'=1,,
por tanto de (a) como
PM =0,
se tiene que
0=P ' (PM)=(P'P)M =I1,,M = M,
es decir, M es la matriz nula, luego

(MTM) =0,

lo que es imposible ya qur por hipétesis (M Ty ) es una matriz invertible, luego P no es
invertible.



