MA-11A Algebra 9 de Agosto, 2001

Pauta Control Recuperativo

PROBLEMA 1:

(i).- Como z = Re(z) + ilm(z), sigue que |z — Re(2)| = |ilm(z)| = |Im(z)|. Ademass, (Im(z))? =
[Im(2)|2 Luego,
|z = Re(2)| = (Im(2))* <= [Im(z)| = [Im(2)[*.
Por lo tanto, Im(z) = 0 o |Im(2)| = 1, i.e, Im(z) € {-1,0,+1}. En palabras, z pertenece a
una de las tres rectas paralelas al eje real que intersectan al eje imaginario en —i, 0 y +¢ como
se muestra en la Fig. 1.

Im(z)

Re(z)

Figura 1: Conjunto solucién de |z — Re(z)| = (Im(z))2
(ii.1).- Supongamos que A y B con las caracteristicas deseadas existen.

Por el Teorema Fundamental del Algebra, dado que @ tiene grado 2, raices a y 8 y es ménico,
se tiene que Q(X) = (X — a)(X — B) para todo X € C. Luego, para todo X € C\ {a, 8},

A B P(X)
X-a X-8 X-a)X-8)

Multiplicando toda la expresién por (X — a)(X — §), nos queda que para todo X € C\ {a, 8},
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Luego, — (A8 + Ba) + (A+ B)X y Py + P1 X son polinomios que coinciden en una infinidad de
valores de X. Por resultado visto, —(A8 + Ba) + (A + B)X y Py + P, X deben ser iguales
coeficiente a coeficiente, i.e., A8 + Ba = —FPy y A+ B = P;. Despejando se obtiene que
B = —(Po +[3P1)/(a — 6) y que A = (Po + aPl)/(a — 6)

Para verificar que A y B cumplen las propiedades deseadas observamos que

A + B _ 1 ((P0+aP1)(X—[3)—(P0+[3P1)(X—a))
X-a'X-F  a-p X —a)(X - B)
=B -a)+ P X(a-0)
B (@ = £)Q(X)
_ PX)
QX))

(ii.2).- Basta tomar P(X) =1y observar que si
A + B P(X)
X-a X-8_ QX)’
entonces (A + B)/(X —a) = 1/(X — a)? para todo X € C\ q, ie., (X —a)(A+ B) =1. Lo
anterior es imposible ya que el polinomio del lado izquierdo de la anterior igualdad no puede ser
de grado 0 como lo es el del lado derecho.

PROBLEMA 2:

(i).- Si n = 0, entonces

n n—k
ZZaHk—Zao—ao—lao—Z(j+1)aj.
E=0 i=0 =0

Asumimos como hipétesis inductiva que Y 7, Zz_o Gitk = ijo(j + 1)a; se verifica para n.

Hay dos alternativas para desarrollar la induccién.

e Primera Forma: Observando que,
k

n+ln+l1—k n+
Z Gitk + Z Gitnt1
=0
n+

> D an =
k=0 =0
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=0
Z itk + an+1> + ap+1
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Luego, por hipétesis inductiva,
n+1ln+1—k n+1

Z Z Qi = Z +1a; + (n + 2)ant1 = Z(] +1a;.

k=0 =0 =0 =0
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Lo que concluye la induccién.
e Segunda Forma: Observando que,

n+ln+1—k n

n—k
Z Z Qi+p = (Z itk +an+1>
k=0 =0

=0

n—k
= (Z ai+k> + (n+ 2)aps+1
=0

k=0
n—k
(Z @ik + an+1> + (n+ 2)ant: -
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Luego, por hipétesis inductiva,

n+ln+l1—k n n+1
Do awk=) ((+Na+n+2a =) (+ 1.
k=0 =0 j=0 7=0

Lo que concluye la induccién.

(ii).- Si n = 0, entonces (7;) = 0 salvo cuando ¢ = 0. Luego,
Z ny/mY\ (O0\/m\ (0+m\ (n+m
P i)\k-i) \OJ\k) \ k) \ k)’

n m n+m . . s ..
Supongamos entonces que Z (z) (k z) = ( k ) se verifica para n. Por indicacién,
i€Z

2 () = 2 () ()6
=2 (n) (knji) - Z (:1) ((k—l)nj (i—l)) ‘

i€Z

Luego, haciendo el cambio de variable ¢ + i—1 en la segunda sumatoria y aplicando la hipétesis
inductiva a cada una de las sumatorias que se obtienen, se concluye que

> "G - 2 (5)(2) > () (n-)
R

donde la iltima igualdad es nuevamente consecuencia de la indicacién.
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PROBLEMA 3:

(i).- Como G es finito, |G| < +o0. Si f: N — G fuese inyectiva se tendria que +o00 > |G| > |N| = 400,
una contradiccién. Luego, f debe ser inyectiva.

Como f no es inyectiva deben existir s,¢ € N tales que h®* = ht y s # ¢t.  Sin perdida de
generalidad asumamos que s > t. Luego, existe m = s — ¢ > 0 tal que A™ = h*h ¢ = e como se
querfa demostrar.

(ii.1).- Sea h € H. De (i) sabemos que existe m > 0 tal que ™ = e. Luego, h™ ' x h = h+x h™™! =
h™ = e, i.e., A™ ! es el inverso de h. Pero como H es cerrado para *x y h € H se tiene que
A l=hx...xhcH.

—

m—1 VECES

Nota: Un caso particular es cuando m = 1. Aqui, se tiene que h = e. Como h € H, sigue que
e € H. Como el inversode h=e es h™! = e € H, se tiene que h~! € H.

(ii.2).- Por hipétesis tenemos que * es ley de composicién interna sobre H. La asociatividad de x en
H se hereda de la asociatividad de x en G.

Hay dos formas de ver que el neutro e estd en H.

¢ Primera Forma: Como H # (), existe un h € H. Por (i), hay un m > 0 tal que h"™ = e.
Como h™ = h x ... % h y por hiptesis x es cerrada sobre H se tiene que e = h™ € H.
~—
m VeCces

e Segunda Forma: Como H # (), existe un h € H. Por (ii.1) sabemos que h~! € H. Luego,
e =hxh~! € H puesto que por hipétesis * es cerrada sobre H.

Finalmente, (ii.1) garantiza que los inversos de los elementos en H estdn en H. Luego, H reune
todas las condiciones para ser subgrupo de G.



