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INGENIERIA

El objetivo de esta pauta es orientar la correccién de los ayudantes y dar al alumno una guia de
estudio. Una copia se puede obtener via http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA11A html en
formato ps o pdf.
Pauta Control Recuperativo
Algebra MA11A

Problema 1

(i) Demuestre sin usar induccién que Vn € IN, Vz € IR
(T)I(l —x)" 1+ 2(g)$2(1 — )" 24 + /{:(Z)mk(l —r)" R+ n(Z)x” =nx

SOLUCION

El primer miembro se escribe como » k(Z) (1 — )"
k=1

n n '
Entonces, Yk (Z) (1 —2)" " = kak(l — )"k
= ! !

n!

;; (k—1)(n—k)!

" —1)!
Ik(l o g;)"*k — Z n(n ) l’k(l o x)nflc
y por el cambio de indices:

1

n n — n—1 n—1
—n Z .Z'k(l o x)nfk —n Z $k+1<1 _ x)nf(k+1)
k=1 k-1 k=0 k

n—1 -1
binomio = nx Z (n i )xk(l - x)"‘l_k =nr(r+1—2)" ' =nz
k=0

(2.5 ptos)

(ii) Demuestre usando induccién que:
2.7+ 3-5"—5 esdivisible por 24 Vn € IN

Indicacién: Puede usar, donde corresponda, que la suma de dos enteros impares, es par.



(iii)

SOLUCION

Paran=0es2-7°+3-5°-5=2+3—5 =0 que es divisible por 24.

Sea 2- 7"+ 3-5" — 5 dividible por 24, algin n € IN. Estoes 2- 7"+ 3-5" =5 =24k, k € IN
Por demostrar que 2 - 77" + 3. 571 — 5 es divisible por 24.

En efecto, 2- 7! +3.5"" -5 =2.7.7"+3.5-5" -5
=14-T"4+15-5"-5=2-7"+3-5"—=5+4+12- 7T +12-5"

y usando la hipétesis:
=2-T"+3-5" =54+ 12(7" +5") = 24k + 12(7" + 5")

Pero 7"+5™ es suma de enteros impares y por lo tanto es par (Indicacién), es decir, 7"+5" = £/,
kK e IN

Entonces, 2 - 7" 4 3 - 5" — 5 = 24k + 24k’ = 24(k + k)
Se concluye que 2 - 7" + 3. 571 — 5 es divisible por 24.

(2.5 ptos)

(1.0 ptos.) Pruebe que Y p_{ ok = 22
SOLUCION

Se trata de términos en progresion geométrica, de modo que la espresion puede deducirse o
demostrarla por induccién. Veamos por induccién sobre n:

1
Para n = 2: Zxk =ry &L = 2l=2) _ 4 Qe cumple.

1—x 1—x
k=1
n—1 n
r—x )
Sea ka: ,algin n > 2
=l 11—z
n n+1
r—x
Por demostrar que, Z h="—"
1 1—=x
n n—1 T — "
En efecto, Zxk:Zxk—l—x": 1 +z"
k=1 k=1 -



uso de la hipotesis:

_ x_zn+xn_mn+l o 1—:17"+1
- 1-x T 1=z
(1.0 ptos.)

Problema 2

Sean (A,+,) v (A", @, ®) dos anillos con neutros aditivos 0 y 0’ respectivamente y f : A — A’ un
homomorfismo de anillos.

(a) Sedefine I ={ze€ A/f(x)=0"}

(a.1) (2.0 ptos.) Demuestre que (I, +) es subgrupo de (A, +)
(a.2) (1.0 ptos.) Demuestre que (Va € A) (VbeI), a-bel AN b-a€l

(a.3) (2.0 ptos.) Si (A,+,-) tiene unidad u (neutro para -) y 3z € I tal que z es invertible,
pruebe que f(u) =0y utilicelo para demostrar que (Va € A) a € I, es decir A =1

(b) (1.0 ptos.) Si (A,+,-) v (A, ®,®) son anillos unitarios, con neutros multiplicativos u y u’
respectivamente y 3z € A tal que f(x) es invertible en A’, pruebe que f(u) = u'.

SOLUCION

(a.1) Se sabe que f(0) =0 con lo cual 0 € I y por lo tanto I # ¢. Puede utilizarse alguna de las
formas compactas, por ejemplo, demostrar que:

(W)W, 29 €l = 21 +a2 €1y
2QVr el = —xel

En efecto:

(1) Sean 1,9 € I, entonces f(x1) =0 A f(xg) =0
Por el morfismo f(z1 + z2) = f(x1) @ f(ae) =0 +0=0
entoncesm x; +x2 € I (1.0 ptos)

(2) Sea x € I entonces, 3 —z € A tal que z + (—x) =0
Por el morfismo f(z) ® f(—x) = f(z + (—z)) = f(0) =0
es decir, 0’ @ f(—x) = 0/, es decir, f(—z) = 0" entonces, (—z) € I, (1.0 ptos)



(a.2)

(a.3)

(b)

Sean a € Ay b e I, con esto, f(b) =0
Entonces, f(a-b) = f(a) ® f(b) = f(a) 0 =0

(morfismo y propiedad en anillos)
Asi, a-b € I y andlogamente b-a € I (1.0 ptos)

Sea x € I, x invertible, esto es, Iz~ € A tal que z - 2!

flz 27t = f(z) © f(z™h) = f(u) pero,
r el — f(x) =0, entonces f(u) =0 O f(a=h) =
por propiedad en anillos (a -0 =0"-a =0")

= u y por el morfismo,

Entonces, f(u) =0 (1.0 ptos)

Sabemos que I C A. Probaremos que A C [

Sea a € A, entonces a - u = a y por el morfismo:

fla-u) = f(a) = f(a) © f(u) = fla) = fla) - 0" =0 = fla) > acl
entonces A C [ de donde A =1 (1.0 ptos)

Sea x € A, con imagen f(z) invertible en A’

Sabemos que z - u = u -z = x en que u es unidad en A
Por el morfismo f(x) ® f(u) = f(u) © f(z) = f(x)
pero 3f7H(z) € A’ tal que f~H(z) © f(z) = f(z) © [~} (z) =

(u neutro para @ en A’)

Entonces, f(z) es cancelable en A’, o bien, operando

(f(w) © f(2) © fHz) = flz) © fH(x) = f(u) ®u' =u' = f(u) =" (1.0 ptos)

Problema 2

(1)

(2.0 ptos.) Resuelva la ecuacién

14224222+ ... + 22l m =



Indicacién: Utilice, adecuadamente, la parte (iii) del problema 1.

(ii) (2.0 ptos.) Determinar los complejos a, b, ¢ tales que el polinomio
P(x) = 2° + az® + b sea divisible por el polinomio Q(z) = z3 + 22 + cx + 1

(iii) (2.0 ptos.) Determine todas las raices del polinomio
F(z) = 2° — 22" — x + 2 y factoricelo en €' y en IR.

SOLUCION

(i) La ecuacién puede escrbirse como:

1+2(z+22+ ...+ 2" 1)+ 2" =0 y usando la indicacién

n—1 o
1+222 + 2" —0:>1+21 0 s 41
k=1
Sumando: 1_Z+2Z_212f;2n—z"+1 =0
estoes:%:()obien,m%glm:o

factorizando, %tzn) =0 (1.0 ptos)

dedonde: 14+ 2=0=2=—-1A1—-2"=0=2z"=1

son las raices enésimas de la unidad, distintas de z = 1.

: i 2km
Las soluciones son: z = -1y 2z =¢"» , k=1,2,....,.n—1

que dan el total de las n raices de la ecuacién. (1.0 ptos).

(ii) Debe efectuarse la divisién y exigir que el resto sea nulo.
Entonces,
(2 +az?+b): (*+ 2 +cx+1) =2 —-xz+1-c
2® + 2t + ca® + 2
—at—cr®+(a—1)22+b

—ZL‘4—ZL’3—C$2—I

(1-e)2*+(a+ec—1)z*+x+0b
(1—c)*+(1—c)a®+c(l—c)z+1—c
(a+2c—2)2*+[1—c(l—¢)Jz+b+c—1 (1.0 ptos)




(ii)

El resto nulo, entonces,

a+2c—2=0
l—c(l—¢)=0
b+c—1=0

-
a+2c=2(1)
d—c+1=01(2)
b+c=1(3)

Entonces,

en (2): c= 1Evizd _

Los complejos son: a = 1 —iy/3, b =
y también a = 1 + i1/3, b:%—l—i@, c=

Primera forma:

Puede factorizarse directamente:
Flz)y=2>-22"—2+2=2(2z—-2)— (z —2) = (x — 2)(z* — 1)
— (@ = 2@~ )(a* + 1) = (¢ = 2w — V(a+ D+ 1)

De aqui se detectan las 5 soluciones que son —1, 1,2, 7, —i; y las correspondientes factorizacio-
nes: (x—2)(z—1)(z+1)(2?*+1)en Ry (z —2)(x —1)(z+1)(z —i)(x+i) en € (2.0 ptos)

Segunda forma:

A falta de otro antecedente, la inspeccién mas til es suponer la existencia de raices enteras,
que deben ser divisores de 2.

Es directo verificar que 1, —1 y 2 son raices.
Entonces, F(z) debe ser divisible por (z — 1)(z + 1)(z — 2) = 2® — 222 — x + 2

Al efectuar la divisién:

(25 =22 —2+2): (2* — 222 —x+2) =22+ 1

x° — 22t — 2% + 222




3 =22 —x 42
3 =2t — 42

0 (2.0 ptos)

Las raices restantes, deben ser solucién de % 4+ 1 = 0, es decir, i y —i. Siguen las factoriza-
ciones pedidas.



