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3 ESTIMACION PUNTUAL
3.1 INTRODUCCION

En un poblema estadistico, s 10s datos fueron generados a partir de una distribucion de probabilidad F(x)
desconocida, los métodos de laInferencia Estadistica permiten decir algo respecto de esta distribucion.

El problema de buscar una funcion de distribucion de poblacion se hace @ varios tiempo. En presencia de
una muestra, se supane que la distribucion de donde proviene no es totalmente desconocida - por ggemplo
pertenece a una determinada familia de distribuciones tetricas -entonces lamente uno o varios
par&metros que definen la famili a de distribuciones son desconcacidos. En este cao la teoria de estimadén
tiene por objetivo dar valores a estos parametros a partir de |os valores muestrales.

Por gemplo, F(x) pertenece ala familia de las distribuciones normales N(u,1) de varianzaiigual a1y de
esperanza u desconocida. Aqui i es el Unico parametro desconacido de la distribucion. Pero si se supone

la varianza también desconacida, se tendran dos pardmetros desconocidos, la media p y lavarianza o2 de
la distribucion de poblacion.

La deccion de la familia de distribuciones & hace apartir de mnsideraciones tedricas o hen de la
distribucion de freauencias empirica (o de métodas de Estimaddn No paramétricaque no hacen perte de este
Curso).

Los pardmetros desconccidos son constantes que toman valores en un espado Q llamado espacio de
par ametros:

N(ul) Q=0
N(H,GZ) Q :|:|X]0ﬁ00[
Exp(B) Q =]0+oo]

Binomial(10,p) Q =[0]1]

Sean X3 X,,..., X, vaores muestraes obtenidos obre una muestra deatoria simple de una v.a. X de
funcibndedensidad f(x|68), en que 6 esdesconocido. Hay varias maneras de decir algo sobre 6 . Lo méas
simple mnsiste en dar unvalor Unico para 8 . Esla estimacién puntual: se busca degir unvalor para 6 a

partir de los valores muestrales. Es dedr se tiene que definir una funcion §: 0" - Q, que e un
estadigtico llamado estimador de 6. El valor tomado pa esta funcién sobre una muestra particular de
tamano n es una estimacion. Otra forma de estimar un parametro consiste en buscar no un sélo valor para
6, sino unconjunto de valores, un intervalo en general, en el cua setiene dta probabilidad de encontrar 6 .
Esla d método & estimacion por intervalo.

Procediendo asi, tratamos de estimar €l valor de los parametros, que son considerados como constantes, a
partir de estadisticos que son aeatorios. Ahora bien, frecuentemente se sabe dgo més bre los parametros;
este conocimiento obviamente no es preciso, Siho nose tendria @ problema de estimar estos parametros;
pero se tienen ideas obre sus posibles valores, que pueden ser traducidas a una funcién de distribucion a
priori sobre d espacio de parametro Q . Los estimadores bayesianos toman en cuenta la distribucion a
priori y losvalores muestrales.
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N. LACOURLY

El problema es que hay unaregla Unica que permita construir estos estimadores. Por ggemplo, la esperanzay
la mediana de una distribucién de podaddn simétrica son iguaes: la media y la mediana empiricas —cuyos
valores no soniguales en general- son entonces ambas estimadones posibles para la esperanza.

Para degir entre varios estimadores de un mismo parametro hay que definir criterios de comparadén.
Empezaremos para presentar dos métodos de estimadon (el método e los momentos y el método e
méxima verosimilitud) y a continuacion algunas propiedades razonables para decidir s un estimador es
aceptable. Terminaremos por el método de Estimadon Bayesiana.

3.2 METODO DE LOSMOMENTOS

__ cs.
Vimos en e capitulo anterior que lamediamuestral X,, — E( X )= u. Més generdmente s e momento de

ordenr: u, =E(X") existe, entonces por laley de los grandes nimeros:

1 cs. )
m = S e (Rm m =) =)

Luego uraformade estimar a u, consiste en tomar e momento empirico m, .

Ejemplo: Este métodoproduce como estimador delamedia u, 1= X,, y como estimador de lavarianza

0% 6%=m,-m =S2.

3.3 METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Sean X; X;,...,X,, losvalores muestrales de una muestra deatoriasimple de unav.a. de densidad o funcion
de probabilidad f(x]|6) en que 80 Q , €l espacio de parametros.

Definicion 1: Sellamafuncidon de verosimilitud ala densidad conjunta o funcién de probabilidad del vedor
aleatorio formado ce los valores muestrales ( X; X,,...,X,,), sedenota f,(xy,..x,[6).

Como los valores muestrales onindependientes, setiene: f,(X;,..X,[0)= |_| f(x10)
i

Un estimador del pardmetro 8 basado en ura muestra de tamafio n es una funcién o de los valores
muestrales X; X,,...,X, avaloresen €l espado de parametro Q . El valor que toma d estimador & sobre

unamuestra X; X, ,...,X, sellamaestimacion ovalor estimado.

El estimador de Méxima Verosimilitud es el estimador que hacela funcion de verosimilitud f ( Xy ,...,.X, |6)
méxima. Ta estimador puede entonces no ser Unico, obien noexigtir.

3.4 COMPARACION DE LOSESTIMADORES

Obviamente un bten estimador 8 para 6 sera ajuel quetiene una diferencia 6 -6 lomés peqguefio posible.
Pero como esta diferencia es aleaoria esperaremos que sea pegquefia con alta probabilidad.
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3. ESTIMACION PUNTUAL

3.4.1Estimador consistente

Un estimador depende del tamafio de la muestra atraves de los valores muestrales; los esti maoloresén

asociados a muestras de tamafio n (nON ) constituyen sucesiones de v.a.. Un buen estimador deberia
converger en agun sentido hecia 6 .

Definicion 2:  Se dice que un estimador én de un parametro 6 es consistente cuandoconverge en
probabilidad hecia 8 : P(|6, —0]<¢e) - 1.

Los momentos empiricos de una v.a. red son estimadores consistentes de los momentos teoricos
correspondientes. Mas alin la mnvergencia es casi-seguray la distribucion asintéticade estos estimadores es
normal.

3.4.2Estimador insesgado

Definicion 3: Sediceque un estimador 6 de 0 esinsegado s E(é)=9.

Vimos que la media muestral X, es un estimador insesgado de la media poblaciond s la muestra es
aleatoria ssimple, pero la varianza muestral Sﬁ =EZ(Xi - X, )2 no es un estimador insesgado para la
n 4
|

. . n-1
varianzapoblaciondl 2: E(S?)=——=0?
n

Pero, ladiferenciasi E(S2 ) - o2 - 152 que se llama sesgo, tiende a cero.
n

Definicion 4: Sedice que d estimador é&sasintoticamenteinsesgadosi E(é) — 6 cuando n — +oo .

Por otro lado se puede @nstruir un estimador insesgado de o2 apartir de S2: G2 = S2.

n-1
Pero dbservamos que G2 =S2, :%Z(xi - X,,)? , esdecir que, si bien el estimador G2 esinsesgado
n-— -
|
para o2, tiene mayor varianzaque S?.

Por otro lado olservamos que s 6 esunestimador sesgado e 6, setiene:

E[(6-6)%] =Var(8) + (sesg9?

En efecto, E[(8 -0)?] =E[(6 - E(6)+E(6)-0)%] =E[(8 - E(6))?] +[E(8)-0)]?

27
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S E[( 6 —9)2] — 0 cuandocrece d tamario de lamuestra, entonces 6 converge en media cuadraticahada

~ M.C.
6 (6-0).

Definicion 5: SellamaErr or Cuadratico Medio a E[( 6 -0)?]

Proposicion 1: E[(6-6)?] -0 < Var(f)-0y E6) -6

Como la mnvergencia en media cuadraticaimplica la convergencia en probabilidad se tiene una condiciéon
suficiente para que un estimador sea asintoticamente insesgado:

Proposicion 2:  Si 6 esun estimador consistente de 6 y E(é)esfinito, entonces 6 es asintoticamente
insesgado.

y una aondcion suficiente para que sea onsistente:

Proposicion 3: S Var(é) -0y E(é) — 6, entonces 6 esunestimador consistente de 6 .

Ejemplo: observamos que d error cuadrético medio de la varianza muestral S? =lz(xi -X,)?
n

sesgada para 02 y es menor que e de G2 :ﬁZ(xi - X,)? estimador insesgado e 02, pero de

mayor varianza (Ver figura 1).

3.4.3 Estimador eficiente

Entre dos estimadores insesgados el egiremos obviamente aquel que tiene menaos varianza.

Vamos establecer una desigualdad (CRAMER-RAQ), gue permite dar una mtainferior alavarianzade un
estimador insesgado. Esta cota se basa en la catidad de informadon de Fisher.

3.4.3.1Cantidad de informacion de Fisher

Seaunav.a. X defuncién de densidad ofuncién de probabilidad f (x|8) en dorde 8 esunapardmetro
desconocido dal conjunto Q.

Definicién 6: Sellama cantidad de informadén de Fisher dada por X sobre d parametro 8 ala cantidad

|(9):EM§E
B 96 DE
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3. ESTIMACION PUNTUAL

Error cuadratico medio de la varianza (Normal de varianza=1)
T T T T T T T

Z0om
=
T
1
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0 10 20 30 40 50 60 70 80
n

Figura 1: Comparadén delosE.C.M. de 2 (

Se puede dar dos otras formas ala cantidad de Informadon de Fisher:

Teoremal: I(Q)ZVWEME
- 0 06 C

Demostracion:

SeaSe dominio X, entonc&como[f(x|9)dx =106 DQ,setieneIf'(xle)dx: 0060Q.

S S
ademas O T - g0 EFPM T E- 0 mona y 1(0) =var PN(DE
00 506 O 006 T

El teorema siguiente nos da otra expresién para | (0) , que amenudoes més f&cil de determinar.

Teorema 2 Si el dominio Sde X no depende de 8, entonces:

2
1(0)=-E alg(zf) % S esta cantidad existe.
Demostracion:
2 2
Si 9 In(zf) existe[JO 0 Q entonces E In2f =0.
00 00
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0%In(f) _ fir=(f ?
06° f?

__ “In(f)
que 1(0) = E%%

Seaunam.as. {X X,...,X,}, X defuncién dedensidad ofuncion ce probabilidad f(x|6) en dande 6 es
una parametro desconocido del conjunto Q . Sea f,, lafuncion de verosimilitud de la muestra

Ademaés

_f" [@Inf 2In(f) _ ... )
~f goe g'c"m" YR _lf (X|8)dx = 1(8) , se deduce

Definicion 7: Se llama cantidad de informacién de Fisher de una muestra dedoria de tamafion

sobre el parametro 6 ala cantidad
C
1.(8)=E In fo) FF
B %0 Of

Setienen las dos otras formas de expresar |, (8) como en el caso deunav.a. X:

2
| (@)=var U E gy= g 1)
O 08 [ 06?2

Esfé&cil deducir delo anterior que:

Teorema 3: Si 1(8) eslacantidad de Fisher dada por cada x; sobre @ pardmetro 8, entonces
1,(6) =nl(6)

3.4.3.2Ladesigualdad

Seaunam.as. {X, X,,...,X,}, X defuncién de densidad o funcion de probabilidad f(x|8). Se tiene la
desigualdad de CRAMER-RAO:

Teorema 4 Si el dominio Sde X no depende de @, paratodo estimador T insesgado ce 6 setiene:

Var(T) =

,(6)

1 2
Ademés s T esun estimador insesgado ce h(8) , entonces Var (T) = (e)” :

,(©)
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Demostracion:

Como EEMB:O Co \Er a'”f n L g 9N sz’talggf” Ldx —J’t—”d

DDaQD

alnf 9 o
\Er E:aejtfnolx_a19 E(T)=H(0).

Por otro lado, ckladesigualdad de Schwarz se obtiene:

O\Er,aln o sVar(T)VarEmE
O 06 0oeo [

Esdecir que
(h'(8))? < Var(T)l .0).

Lapregurta, que se plantea entonces, es s se puede acanzar la wta minimade lavarianza. Un tal estimador
sellama diciente. Se estudian las condciones para obtener un estimador eficiente en Inferencia Estadistica

3.4.4Estimador suficiente

Si se busca deducir de las observadones de una muestra aleaoria de n piezas en un proceso de fabricacion
una informadon sobre la proporcidn 6 de piezas defectuosas en € lote total, es mas smple considerar €l

numero de piezas defectuosas encontradas en la muestra en vez de la sucesion de resultados X X,,..., X, .

El conocimiento de los valores individuades no procura ninguna informadon suplementaria para la

proporcién 6 que z X; . Se redujo los n datos a un solo valor, que es funcion ce estos datos, sin perder
|

informadon para determinar a 6 .

La media muestral X,, permite simplificar la informadon dada por los n valores muestrales. Pero ncs
preguntamos $ se pierde informadén usando la media muestral para estimar la media u de la pobladon.
Esto dependera de los supuestos que se hacen sobre la distribucion de poblacion.

En e gemplo 2, se supore un dstribucion de poldacion rormal, ademas observamos que si suponemos la
varianza cnociday igual a 1, lafuncién de densidad conjunta, (Ilafuncion de verosimilitud) puede escribirse
como funcion Uricamente de la media muestral y del tamafio n de la muestra:

Fn(X1, %20 %, I9)=E\/%—n§ eXp(—g(fn -6)?)

Es decir que la tnicainformadon relevante para estimar a 6 esta dada por la media muestral. En este caso
se dice que la media muestral es un estadistico suficiente. Un estadistico suficiente que se toma wmo
estimador del pardmetro 6, deberia mntener todalainformaaddn gie Il evan los valores muestrales obre 6 .
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Definicion 8: Un estadistico T( Xy X, ,...,X, ), funcion de los valores muestrales y con vaor en un conjunto

Q se dice suficiente para 8 s la distribucidn conjunta de los valores muestrales condicionamente a
T(Xy X5 ,..., X, ) NO cEpendede 6 .

Definiciéon 9:  Se dice que un estadistico T es suficiente minimal si no se puede encontrar otro estadistico
suficiente que hace unamejor reduccion de los datos que T.

No es siempre f&cil detectar s un estadistico es suficiente. Los dos sguientes teoremas permiten enurciar
condciones paraque un estadistico seasuficiente.

Teorema?2 (Principio defactorizacion): Si T(Xy X;,...,X, ) essuficientepara 8 y g(T(Xy Xp,....%n)[6)
esladensidad de T(Xy X3 ,...,X, ), ENtONCES

Fr (X e X [0) = G(T(Xg oo Xy ) O IN(Xq e Xy [ T(Xq 5ees Xy )

El principio de factorizacion ros permite de reconccer s un estadistico es sfficiente, pero no permite
construir uno o saber s existe uno. El siguiente teorema permite buscar estadisticos auficientes para una
clase de distribuciones (llamadas exporenciaes).

Se define @ concepto de estadistico suficiente minimal como unestadistico suficiente que no puede ser
reducido sin destruir la propiedad de suficiencia.

Teorema 3 (Theorema de Darmois-K oopman):

S X es una variable red cuyo daminio de variacion no depende del pardametro 6. Una condicién
necesaria 'y suficiente para que existe un estadistico suficiente es que la funcion de densidad de X sea de
laforma:

f(x]6)=b(x)c(8)exp{a(x)a(0)}

Ademés $T,( X(,..X, )= Z a( X; ) esunestadistico suficiente minimal.
i

S X~N(81) ys X; X;,...,X, esunamuestra deatoriade X

2
fo(Xq oo X |9):E%En exp{—%inz}exp{—%+n9 X}

2
El término exp{—%zxiz} no cepende de 6 y el término exp{—%+n9 X,} dependede 8 y X,,.
i
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3. ESTIMACION PUNTUAL

nX, esun estadistico suficiente; también toda funcion biyectivade X, lo es, en particular X,,.

El siguiente teorema permite de mnstruir "mejores” estimadores en € sentido del Error Cuadrético Medio a
partir de un estadistico suficiente:

Teorema4: (Theorema de Rao-Blackwell)

Si T esunestadistico suficientepara 8 y si b( X4,X,,...,X,;) esunestimador insesgado ce 8 , entonces
O(T)=E(b(X1,X3,...X3)|T)
es un estimador insesgado de 8 basado sobre T mejor que € estimador b( X4, X5,...,X,, ), esdecir que

E[(3(T)~6)?] SE[(b(Xy,X5,...X) =6)?]

3.4.5 Propiedades del Estimador de Mé&xima Verosimilitud

No es fadl encontrar buenos estimadores -insesgado, ¢t varianza minimal; de hedho estas dos propiedades
pueden ser antagdnicas en el sentido que abuscar eliminar el sesgo se aimenta la varianza. Por otro lado la
blsqueda de estimadores insesgados de minima varianza es relacionada con la eistencia de estadisticos
suficientes.

Cuandoexiste, el estimador de Méxima Verosimilitud tiene dgunas propiedades interesantes:

* Generamente es consistente;

* Esadintoticamente normal;

* Noessempreinsesgado, [ero lo es asintoticamente;

» Esfuncidn ce un estadistico suficiente, cuando existe uno;

» Entre todos los estimadores asintoticamente insesgados, tiene |a varianza asintoti camente més pequefia
(es eficiente).

S el EM.V. esunestadistico suficiente, entonce ses un estadistico suficiente minimal .

» Tienelapropiedad deinvarianza.

Proposicion 4 (Propiedad de Invarianza):

S 6 esd Estimador de Maxima Verosimilitud del parametro 8 y s g: Q - Q es biyectiva, entonces
g(é) es el Estimador de Maxima Verosimilitud de g(8).

Demostracién: en efectosi T=g(6), como g esbiyediva, 6 =g (1) ; s
fr( Xy, X 10)= fo( X, X, |9 72(T)) esméximapara T tal que g™%(7)=6. T esnecesariamente d
E.M.V.y como g es biyediva, T=g(8).

33




N. LACOURLY

Veremos en € gemplo 2, que el Estimador de M&xima Verosimilitud de o se puede obtener directamente

0 como la raiz del Estimador de Maxima Verosimilitud de o 2. Eso se debe de |a propiedad de invarianza
del Estimador de Maxima Verosimilitud por transformadon funcional biyectiva:

3.5 EJEMPLOS

Eiemplo 1: Una maquina produce diariamente un lote de piezas. Un criterio basado sobre normas de
cdidad vigente permite clasificar cada pieza fabricada como defeduosa o nodefectuosa. El cliente aceptara
el lotesi laproporcionde piezas 6 defectuosas contenidas en €l |ote no sobrepasa d valor 8, . El fabricante

tiene que antrolar entonces la proporcion 8 de piezas defectuosas contenidas en cada lote que fabrica. Pero
s la @antidad de piezas N de cala lote es muy grande, no podra examinar cada una para determinar €l valor
de 6 . El fabricante efectta entonces el control de clidad de una muestra deatoria pequefia con n piezas. Se

definelav.a X quetoma d valor 1 si lapieza es defectuosay O en €l caso contrario. Sean X; X,,...,X,, los
valores obtenidos obre la muestra. Calculamos el Estimador de Méxima Verosimili tud (E.M.V .):

Como X; ~Bernoul(68) (0<6<1), entonceslafuncion deVerosimili tud es:
n
fn(xl,...,xn|9)=|_| 6% (1-0)r*
i=1
Max f,(Xq,....X, |0) = MaxLog( f,(Xq,....X, |6
o010 n( 1 nl ) 000 g( n( 1 nl ))

Log( fa(Xq, % 16))= [%Log(6) +(1-x; )Log(1-6)]

|
oLog(fy) _ E X, n- E Xi
00 o) 1-6

~ X
Luego el EM.V. 6 de 6 eslapropaciéon de piezas defeduosas observada %

Ejemplo 2: El ministerio delasalud quiere mnocer latalla promedia y de las mujeres chilenas adultas. Si

N
X1 X5,.... Xy sonlastallas de todas |as chilenas adultas, = z X; I N . Dado & tamafio grande N de eta
Eil

podacién, se obtiene la talla de una muestra aleatoria de tamafio pequefio n. Sean
Y1 Yo, Yy O{ X X5,...,Xy } los valores de |as tallas muestrales. St suponemos que |os vaores muestrales

normales: Y; ~ N(u,02) conlospardmetros 1 y o2 desconocidos:

fn(yl,-..,ynw):%aexp{—zaizZ(xi )}

Luego Log( f,,) esméximo cuando u = X, lamediamuestral y o?= Sﬁ lavarianza muestral. El
estimador X, delamediapoblacional i esinsesgadoy consistente. El estimador Sﬁ delavarianzadela
polacion es ssgado, pero asintoticamente insesgado y consistente. Ademas el par ( X, ,Sﬁ) es sfficiente

para (4,0%).
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3. ESTIMACION PUNTUAL

Notas:

« S sesupmelavarianzapobladona o2 conccida, € EMM.V. de u sigueigua alamedia muestral Xp.
e Sepuede buscar € estimador delavarianza o bien de suraiz ¢ . El resultado no cambia.

Ejemplo 3: Seavalores muestrales obtenidos de la distribucion Uniforme[ 0,6 ], 8 >0 desconccido:

fn(xl,...,xn|e)=ein § 0<x <6 (i)

Cuando@=x; (L), f,(Xq,....X,18) esno ndoy esdecreciente en 6 ; luego f,(Xq,....X,|6) €smaxima
para d valor méas pequefio e 6 que hace f,(Xq,....x,|6) no rulo: e EM.V. de 8 es entonces
é:Max{ X1 s X9 yeeesXp } -

El método & los momentos produce un estimador bien diferente. En efecto, como E(X)=6/2, €
estimador de los momentos es entonces § =2X, .

En este g emplo, uradificultad se presenta cuandose toma d intervalo ] 0,0 [ abierto, dado que no se puede
tomar como estimador el maximo; en este cao noexiste E.M.V. Puede ocurrir que no es tnico también: si
sedefined intervalo [ 6,0 +1], lafuncion de verosimili tud es:

fr(Xg, X [6)=1 s 6<x<60+1 (Oi)
esdecir: f,(X,....Xq[0)=1 S Max{ Xq,...X, } =10 <Min{ Xy,....X, }

Por lo cual todo elemento ddl intervalo [ MaX x;,....X, } —1L,Min{ x{,....x,}] es EM.V. No tenemos
unicidad. Aqui € estimador de los momentos, que esigual a X,, —1/ 2, es bien diferente también.

3.6 ESTIMADORESDE BAYES
3.6.1 Distribucionesapriori

En e problema de estimadon de un pardmetro de una distribucion ce funcion de densidad f(x|6), es

frecuente tener algunas ideas obre los valores que puede tomar 6 ; en este Gaso conviene tomar en cuenta
este conocimiento o creencia que se puede traducir en una distribucion de probabilidad sobre € espacio de
parametros Q, sea 7(0). Es decir que ahora 6 ya no es un pardmetro constante, sino ura variable

aeatoria. Estadistribucién nodepende de los val ores muestra es. Esta definida previo al muestreo.

Por gjemplo, en un proceso de fabricacion setiene la proporcion 8 desconacida de piezas efeduosas. S no
se sabe nada respedo a @, se puede suporer que todos los valores son equiprobables: 6 ~Uniformg0,1) .

Pero uno puede sospechar que los valores alrededor de 0.10 son mas probables; en este @so se podrd tomar
una distribucion beta méas concentrada en 0.10.
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Definicion 10: Sellamadistribucion apriori aladistribucién atribuidaa un parametro poblaciona, antes de
tomar alguna muestra.

Ladistribucién apriori es sempre totalmente especificada.
3.6.2Didtribuciones a posteriori

Ahora hay que relacionar los valores muestrales con la distribucion a priori (6). La funcién & v
verosimilitud f,(X, .., X,|6) esahorauna densidad condiciona y h(Xy,...,X,,0)= f,(Xq,.... X, 16)1(8)
esladensidad conjuntade ( xy,...,X,,6 ). Delacual se puede deducir la distribucion condiciona de 8 dado
los valores muestrales ( Xq,...,Xp ) :

Definicion 11: Ladistribucion condicional de 6 dadalamuestra X; X,,..., X, sellamadistribucion a
_ . : f e X 10)TI(6
posteriori y su densidad esigual a (0] Xq ,....X, ) = n(Xg - X [0)7( ),enqua
gn(xl ----- Xn)

La distribucion a posteriori representa la actualizadon de la informadon a priori 71(6) en vista de la
informadon contenida en los valores muestraes, f,(Xy,....X,|0). Podemos entonces estudiar esta
distribucion aposteriori de 6 dandolamoda, la media, la mediana, la varianza, etc. Un estimador natural en
este caso estomar lamodade £(6| X4 ,...,X, ), qQue garece @™mo el maximo de la distribucién corregida de
6.

Ejemplo 4: Sean X ~ Bernoulli( p) y ladistribucionapriori p~ Beta(a,),cona y B dados.
fo(Xg s X [ P) = PP (1= )"
n(p)=p*(1-p)P/Ba,B) (0spsl)

(o) (B)
I(a+p)

engwe B(a,B)=
Ladensidad a posteriori de p es entonces.

E(PI Xy X ) = P71 p)P0L Bl 41X, B +-NX, )
que esladistribucion Beta(ar + nX,, 8 +n-nX, ). El maximo estdenlamodade estadistribucion,

cuandoesta definida; en este cao esigual a (a +nX,, —1)/(a + B +n).

Ejemplo5: Sea X ~N(8,1) y ladistribucionapriori 8 ~ N(0,10).
(O] Xq ey Xy ) O i (Xq 400X [0 )(6) (O designala proporcionalidad conrespectoa 6 ).
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SDXCE:

: _ 1197
GRS xn)DexpD—'#—%E O E(9|x1,...,xn)DexpEwHXn—TED

-1, 10 o
s(9|x1,---,xn)mexp§r2—o(e (3770 E

Ladistribucién a posteriori de 8 es entonces N(i_cl) ni”'%)' Lamodade ladistribuciénesigual ala

media 1—On>7n.
11

3.6.3 Funciones de pérdida

Los métodas de estimad én propuestos hasta ahora no toman en cuenta un aspecto importante del problema,
gue son las consealencias de tales estimadones.

Dado gue los estimadores son la base de una decision final, es importante poder comparar los
procedimientos que @nducen a estas decisiones mediante agun criterio de evaluacion, que mide las
consecuencias de cala estimadon en funcidn de los valores del pardmetro 6 .

Definicion 12: Sellamafuncion de pérdida o funcion de csto alafuncion L: Q xQ - [0,+oo[ , en que
L(6,0) escrecientecond error entre d pardmetro 8 y unestimador o .

No es siempre fécil definir estafuncion de pérdida, que es espedficade cala problemay puede tener algln
aspecto subjetivo (nocién e utilidad). Sin embargo, se puede degir entre diversas funciones de pérdida
clésicas, cuando nose puede construir una propia:

* Funcién de pérdidacuadraica Eslafuncion de pérdida més utilizaday mas criticada:
L(6,0)= (6 -9)2
gue penaliza demasiado los errores grandes.

* Funcién de pérdida asoluta: Una solucion alternativa ala funcidn cuadradicaes usar € valor absoluto:
L(8,0)=|6-9]|

* 0 bien urafuncion afin por parte:
6-0) s 6>5
,(0-0) s 6<d

e Funcién de perdida"0-1":
Seal.(d) € intervalo decentro § y largo 2¢
i 601,(0
L(G,d):m . £(9)
Hs 601,(5)
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3.6.4 Estimadores de Bayes

La funcién ce pérdida L(6,0) es una funcién de 6 considerada como aleatoria @n la distribucion a
posteriori £(0]Xq,...,X, ). Luego es natural de buscar un estimador &(Xy,...,X,) de @ tal que la pérdida
promedio sea minima.

Definicion 13:  El estimador de Bayes es olucion ce Main{ E[L(6,0)| X1, X, 1}

Lasolucion depende de lafuncidn e perdida el egida.

«  Funcién de pérdidacuadrética: L(68,5)= (6 -3)?, el estimador de Bayes es simple de encontrar:

E{(8 -=3)?|Xq,.... X, } €sminimo para 8( Xy ,....X, ) = E(8] Xy ,.... X, ). esdecir eslamediadela
distribucion aposteriori & .

* Funcién de pérdida soluta: L(8,0)=|6 —9J|; e estimador de Bayes esla mediana de la distribucién
aposteriori £ . Mostramos un resultado més general:

Proposicion 5:  El estimador de Bayes asociado aladistribuciéna posteriori & y alafuncion dce perdida

_O4(6-5) § 656
H8.0)=0 6-5) s o<o

esd fractil Iilk de la distribucién a posteriori & .
1 2

Demostracion: Setiene

o +00

E[ L(8,0)]| X1 1%y ] =Ko I(cS =0)E(O %1 ey X ) + k5 J’(e -0)é(0 Xy ..., X, )dO
Z00 )
Derivandoconrespecto a d , se obtiene:

KoP(8 <8 Xy, X ) = Ky P(8 > 8| Xq 1. X ) =0

Es decir: P(O <3| Xy, Xy )= K
ki +ks
osead esd fractil deorden lil . En particular s k; =k, , se obtiene lamediana de la distribucion a
17Kz

posteriori de 6 .

Si € - 0, entonces E[ L(6,0)| Xq,...,X,] esminimo cuando (8| X4 ,...,X, ) € maximo. El estimador
de Bayes eslamoda de ladistribucion a posteriori & .
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Nota: Como unE.M.V., si un estimador de Bayes es un estadistico suficiente, entonces es un estadistico
suficiente minimal.

3.6.5 Estimador es de Bayes para muestras grandes

Se muestra ayui, a través de un gjemplo, los efectos de la distribucion a priori y de la funcion de pérdida
sobre el estimador de Bayes, para muestras grandes. Sea 6 la proporcion ce defectuosos. Tomamos dos
distribuciones apriori y dos funciones de pérdida:
m(0)=1paabU[01] y my(0)=2(1-6) para6[0]1] .
L,(68,0)= (6-95)2 y L,(68,0)=|6-9J|. Para la funcién e perdida quadrética, las distribuciones a
posteriori son respectivamente

EL(O]Xq e Xy )OO (1-0)"
que esunadistribucion Beta(1+nX,,,n+1-nX,)

Ep(O] Xgye Xy ) IO (21— 0) a1
que esunadistribucion Beta(1+nX,,,n+2-nX,).

Los estimadores de Bayes para la pérdida cuadréticason | as respectivas esperanzas de las distribuciones &,
y és!
51:1+nxn 52:1+an

n+2 n+3

Los estimadores de Bayes para la pérdida asoluta son |as respectivas medianas de las distribuciones &; y
&, , que se obtienen resolviendola eaacion:

o
KJ’Qa_l(l—G)B‘ldG =05
0

enqea=1+nX,y B=n+1-nX, paaé; ya=1+nX,y B=n+2-nX, paras,.

Sin=100y nX,, =10 entonces &, =11/102=0.108 y &, =11/ 103 =0.107 parala pérdida cuadrética Se
observara @mo la muestra arrige ladistribucién apriori, conlasmediasapriori E(8)=0.5 con &, y
E(8)=1/3 coné,.

Encontramos ambaos estimadores de Bayes a posteriori muy cercanos con n=100 y cercanos de la media
muestral X, =10/100=0.100.

En este gemplo olservamos que @ estimador de Bayes cuadrético es consistente. No se puede siempre
asegurar que d estimador de Bayes es consistente, pero bajo condiciones bastante generaes es cierto.

3.7 EJERCICIOS

1. Sea X;, (i=1,...,n) unamuestra deatoriasimple de unav.a. X de funcionde distribucion Gamma(a,f3).
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Estime E(X) por Mé&xima Verosimili tud. Muestre que d estimador resultante es insesgado, convergente en
media cuadréticay es consistente.

2. Seauna mas. {X4,X,,..X,,} de unav.a X de funcion de densidad f(x|0)=6 x?1 Ox[O7[0,1] .

Encuentre el estimador de Méaxima Verosimilitud 6 de 0 y pruebe que 0 es consistente y asintoticamente
insesgado.

3. SeaY unav.a. de Bernoulli de pardmetro 6 . Considere unam.as. {Y;,....,Y, } y unadistribucién a priori
Beta(a,b) para 6. Obtenga d@ estimador de Bayes, 6 para 6, usando urae funcién ce pérdida cuadratica
Muestre que 6 es ssgado, asintéticamente insesgado, convergente en media cuadréticay consistente.

4.. Sean dos preguntas complementarias: Q="vota por Pedro" y Q*="no vota pa Pedro". Se obtiene una
m.a.s. de n personas que @ntestan a la pregunta Q o Q*; lo Unico que se sabe es que cada persona ha
contestado a Q con probabilidad 8 concciday Q* con probabilidad 1-6 . Se definen:

e p:laprobabilidad que una persona mntesta”Sl" ala pregunta (Q o Q*);

» 11 laproporcion desconccida de votos para Pedro en lapolacion.

a) Délaproporcién rmen funcion cepy 6.

b) Dé e estimador de Méxima Verosimilitud de p y deduzcaun estimador 77 para 7. Calcule la esperanzay
lavarianzade 7T .

c) Estudie las propiedades de 77 ; estudie en particular lavarianza 71 cuando 6 =0.5.

5. Suporga que X tiene una funcion de densidad f(x|0) y que T(X,,..X,) es un estimador de Bayes
insesgado para 8 conlafuncion de pérdida cuadraticay unadistribuciénapriori 7(6) .

a) Demuestre que E[( 8 - T( X4,..X,))?] =0

b) Asumaque f(x|6) esuna N(6.1). Pruebe que E[(6 - X,)?] =1/n. Concluyas X, puede ser un
estimador de Bayes para pérdida cuadrética

6.Sea { Xy X;,....X,} mas. deunadistribucion tal que P(X; O[a,b]) =6 .
L siX;O[a,b]
sino
a) Deladistribucionde Y; .
b) Dé e estimador de méxima verosimilitud 6 ded.
c) Délaesperanzay lavarianzade 6.
d) Sean las distribuciones apriori de 9 :
. nl(e):—l'(a+,8) 9”'1(1—9)[2—1, 60[01] (distribucion Betda,B));
r(a)r(B)
e my(0)=2(1-6), 60[0]] .

Sedefine Y; =

Dé los estimadores de Bayes y sus varianzas cuando se usa una funcién ce pérdida cuadrética
€) Aplicadon nunérica: dé las soluciones alas preguntas anteriores conlosvalores: n=10, a =2, =2;

X;:1.2,35,24,15, 63,2842, 45,38, 5.1y[ab=[24].
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7.Seaf0[0,1] unam.as. deunav.a X confuncion cedensidad f(x|8).SeaY =d(X4,...,X,) un
estimador de 6 . Sedefine Y_; a estimador & cdculado sobre lamuestrasavo laobservacioni (i=1,2...,n),

~ 1o
eY,;=nY-(n 1)Y‘iyY_ﬁizY‘i'

a) Calculelavarianza S? de Y cuando Y = X, lamediamuestraly E(X )=6.
b) Deducir ladistribucion de Y -6 cuando Y = X,y X ~N(8,02).

8. SeaXunav.a real con censdad f(x|0), 60Q ={6,,0,,...0y } (Q finito).
Sean rrunadistribucion de probabilidad apriori sobre Q y lafuncién de pérdida:

i0=9
Le.5)=5 °
[c sif#d

conc>0.

a) Pruebe que la pérdida esperada se escribe omo E(L(6,0))=c(1-&(d|x)) , en donde & es la
distribucion aposteriori sobre Q .

b) Deduzcala condcién que debe satisfacer  para ser € estimador de Bayes de 6 asociado a 7. Pruebe
gue e estimador no depende de c.

c) Si mes la distribucion uniforme sobre Q , pruebe que d estimador de Bayes de 6 y el estimador de
maxima verosimilitud coinciden.

9. Se mnsideraladistribucion dscreta:
X

P(X = x)=aX%, conx=0,1,2,..,y en donce h es diferenciabley a, puede ser nulo paraagunas X.

Sea X3 X5,...,.Xunam.as. de estadistribucion.

a) Délasexpresionesde h(6) y h'(0).
b) Dé el estimador de méxima verosimilitud ce 6 enfunciondehy h'.
¢) Muestre que € estimador de méxima verosimilitud es el mismo que @ del método de |os momentos.
d) Apligue lo anterior paralos casos sguientes:
i. X ~Binomia( N, p) (N conocido);

ii. X ~PoissofiA).

10. Sean T; , i=1,...,| estimadores del parametro 6 talesque: E(T; )=6 +b;, b, 00 . Se define un ruevo
|

estimador Tde & como T = ZAiTi .
=1

a) Déuna ondiciénsobrelos A; paraque T seainsesgado.
b) Suporgaque b =0 (Oi) (estimadoresinsesgados). Planteeel problema de encontrar |os coeficientes A;

paraque lavarianza de T seaminima.
c) Suponiendo quelos T; son nocorreladonados, resuelva @ problema planteado antes.

d) Sean Xj,i=1,2,..,M,j=1,2,..,n, M m.as. independientes entre si, de variables aleaorias X' con

distribuciones normales de varianza comun o 2.
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Sea S? _—Z(X'J i )7, e estimador insesgado ce la varianza calculado en la muestraii.
1 M
SeaS? = z(ni -1)s?

™
an Mll

=1
Demuestre que S? esel estimador lined insesgado ¢k varianza minima para o?.
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